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欧拉函数的证明1:
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利用容斥原理来证明.设sum为1~n中与n互质的数的
个数基本思路是去掉1~n中所有p1,p2,…,pk的倍数
欧拉函数的具体公式:

①当p1,p2,…,pk的倍数集合没有交集时
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②当p1,p2,…,pk中的任意两个数的倍数集合拥有交集时
欧拉函数的具体公式:

��� = � − �
�1

− �
�2

-...- �
��

 + �
�1∗�2

 + �
�1∗�3

+ . . . + �
��−1∗��

- �
�1∗�2∗�3

 - �
�2∗�3∗�4

-... - �
��−2∗��−1∗��

+ . . .

欧拉函数的证明1:
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欧拉函数的证明2:
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欧拉函数的证明2:
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欧拉函数的证明2:



1 [6380] 欧拉函数
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代码



2 [6381] 筛法求欧拉函数
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给定一个正整数 n，求 1∼ n 中每个数的欧拉函数之
和共一行，包含一个整数 n。

输出共一行，包含一个整数，表示 1∼ n 中每个数的欧拉
函数之和。1≤n≤106

输入 输出
6 12



分析
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，假设 � = �[�] ∗ �, 且 �%�[�] = 0，根据欧拉函数

可以推出：�[�] ∗ �  的 所有质因子与 �的质因子是完全相同的。
 根据欧拉函数的定义，欧拉函数值只与质因子有关，跟其的指数无关。
 如此，�[�] ∗ � 与 � 的 �1−1
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部分相同，则：



分析
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�(� ∗ �[�]) = �（�[�]） ∗ �(�) = （�[�] − 1) ∗ �(�)

，假设 � = �[�] ∗ �, 且 �%�[�]! = 0。根据欧拉函数

因为�%�[�]! = 0 且  �[�]是质数，所以 i与 �[�] 互质，根据欧拉函数的积性 性质，
可以推出：



代码
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[1940] 可见的点
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 在一个平面直角坐标系的第一象限内，如果一个点 (x,y)
与原点 (0,0) 的连线中没有通过其他任何点，则称该点
在原点处是可见的。

例如，点 (4,2) 就是不可见的，因为它与原点的连线会
通过点 (2,1)。

部分可见点与原点的连线如下图所示：

编写一个程序，计算给定整数 N 的
情况下，满足 0≤x，y≤N的可见
点 (x，y) 的数量（可见点不包括原
点）。



[1940] 可见的点
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输入 输出
4
2
4
5
231

1 2 5//        测试数据的编号（从 1 开始）
2 4 13//     该组测试数据对应的 N 以及
3 5 21//     可见点的数量。
4 231 32549



分析
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   深入考虑一下：一个点a不可见就代表它
和原点之间有一个点b。这时a.x/a.y一定等
于b.x/b.y。
所以一个点可见代表它的x坐标和y坐标互质。
这也是欧拉函数的引入点。

 phi[i]就可以代表x为i，y小于i的可见点数量
同时也可以代表y为i，x小于i的可见点数量。
所以把1到N之间所有数的欧拉函数值加起来，
就是以中间线（射线(0,0)(1,1)）为分界，其中一侧的
可见点数目。最终结果为 2*phi[i]+1



代码
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[1605] 最大公约数
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给定整数 N，求 1≤x,y≤N 且 GCD(x,y) 为素
数的数对 (x,y)有多少对。

GCD(x,y) 即求 x，y的最大公约数。



分析
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    不同于题[1940 可见的点],不是求互质对的
数,而是求x,y最大公约数gcd(x,y)是素数的对数

问题转化为题[1940],只不过N变成了N/p
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[lq2018 9205]矩阵求和

23

经过重重笔试面试的考验，小明成功进入 Macrohard 公司工作。
今天小明的任务是填满这么一张表：
表有 n 行 n 列，行和列的编号都从 1 算起。
其中第 i 行第 j 个元素的值是 gcd(i,j) 的平方，
gcd 表示最大公约数，以下是这个表的前四行的前四列：

1  1  1  1
1  4  1  4
1  1  9  1
1  4  1 16

小明突然冒出一个奇怪的想法，他想知道这张表中所有元素的和。
由于表过于庞大，他希望借助计算机的力量。输入一行一个正整数 n
（n<=1e7)， 表示表格大小。输出一行一个数，表示所有元素的和。由
于答案比较大，请输出模 1000000007后的结果。


