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   区间DP属于线性DP的一种，以区间长度作为DP的阶段，

以区间的左右端点作为状态的维度。一个状态通常由被它包

含且比它更小的区间状态转移而来。阶段（长度）、状态

（左右端点）、决策三者按照由外到内的顺序构成三层循环。

区间动态规划的特点

    求解：对整个问题设最优值，枚举合并点，将问题分解
成为左右两个部分，最后将左右两个部分的最优值进行合并
得到原问题的最优值。有点类似分治算法的解题思想。

   典型试题：石子合并、整数划分，能量项链、凸多边形
划分、多边形合并、等。



[2826] 石子合并 
   在一个操场上一排地摆放着Ｎ堆石子。现要将石子有次
序地合并成一堆。规定每次只能选相邻的２堆石子合并成新
的一堆，并将新的一堆石子数记为该次合并的得分。
  计算出将Ｎ堆石子合并成一堆的最小得分。
输入格式
  第一行为一个正整数N (2≤Ｎ≤100)；
  以下Ｎ行,每行一个正整数，小于10000，分别表示第i堆
石子的个数(1≤i≤N)。
输出格式
   一个正整数，即最小得分。
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贪心法 

N=7   石子数分别为 13  7  8  16  21  4  18。

用贪心法的合并过程如下：

第一次 13 7 8 16 21 4 18 得分 15

第二次 13 15 16 21 4 18得分 22

第三次 13 15 16 21 22 得分28

第四次 28 16 21 22 得分37

第五次 28 37 22 得分59

第六次 28 59 得分87

总分：15+22+28+37+59+87=248>239

   显然，贪心法是错误的。
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第一种合并方式
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第二种合并方式
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第三种合并方式
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第四种合并方式
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4+9+11=24

8+9+11=28

4+7+11=22

7+10+11=28

分析

     将连续的两
个点合并在一起，
枚举所有情况，
选出一个最大的
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13 7 8 16 21 4 18
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87

20+24+25+44+43+87=243

分析：如何枚举？
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13 7 8 16 21 4 18
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分析：状态描述
f[i][j] 表示将 i 到 j 合并成一堆的方案的得分

 1                    2           3                     4                  5                   6                      7

f[1][7]

f[1][2] f[3][4] f[5][6]

f[1][4] f[5][7]

f[1][7]
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f[1][7]=f[1][2]+f[3][7]
f[1][7]=f[1][3]+f[4][7]
f[1][7]=f[1][4]+f[5][7]
  ...    ...    ...

分析：状态描述

�[�][�] = �[�][�] + �[� + 1][�]
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分析：状态转移方程

f[i][j]

f[i][k]+f[k+1][j] s[j]-s[i-1]

  �[�][�] = min
�≤�≤�−1

(�[�][�] + �[� + 1][�] + �[�] − �[� − 1]) 

两堆合并的代价，即从�到�的和
�[�]表示前缀和



分析：总结

核心：最后一次合并一定是左边连续的一部分和右边连续
的一部分进行合并

状态表示：f[i][j] 表示将 i 到 j 合并成一堆的方案的集
合，属性 Min
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核心代码



核心代码

   所有的区间dp问题，第一维都是枚举区间长度，一般 
len = 1 用来初始化，枚举从 len = 2 开始，第二维枚
举起点 i （右端点 j 自动获得，j = i + len - 1）
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源代码
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记忆化搜索写法：
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记忆化搜索写法：



[2827] 乘积最大 

  设有一个长度为N的数字串，要求选手使用K个乘号将它分
成K+1个部分，找出一种分法，使得这K+1个部分的乘积最大。

同时，为了帮助选手能够正确理解题意，主持人还举了如下
的一个例子：
   有一个数字串：312， 当N=3，K=1时会有以下两种分法：
1）3*12=36
2）31*2=62
    这时，符合题目要求的结果是：31*2=62。
    现在，请你帮助你的好朋友XZ设计一个程序，求得正确
的答案。



分析：

    本道题是一道区间DP问题，而且对阶段数有限制 k。可
以将其按照插入乘号数来进行划分。如果插入k个乘号，可
以把问题看做k个阶段的决策问题。
1、然要用一个数组用来记录组成结果的值，在合并石子中
是前i堆石子的个数，在本道题中，是数字的大小，也就是
用a[j][i]表示从第j位到第i位所组成的自然数 。
2、用f[j][k] 存储阶段k的每一个状态，表示前 j 位的数
字用 k 个乘号能够得到的最大的结果（划分成小问题）
3、边界条件，f[j][0] 当k=0 时，表示没有乘号，则
f[j][0] 就是前 j 位组成的数字 f[j][0] = a[1][j]。



分析：

   注意：还是阶段、状态、决策三层循环。
   在考虑加一个乘号的时候要考虑这个乘号应该放在当前
面有k-1的乘号时，后面的哪个位置比较好。也就是说要确
定前j位用k个乘号f[i][k]（j>=k+1）的结果，应该从 有k-
1个乘号的各种方案(前几位中已经包括了k-1个乘号)中选择
哪种方案将第k个乘号加在后面之后结果最大。
要明白有k个乘号时，数字至少要有k+1位。有k-1个乘号时，
数字至少要有k位。
状态转移方程：
    f[i][k] =  max ( f[i][k], f[j][k − 1] ∗  a[j + 1][i] )（j <  i）



核心代码：



源代码：



源代码：



[ 3694] 环形石子合并
    在一个圆形操场的四周摆放N堆石子,现要将石子有次
序地合并成一堆.规定每次只能选相邻的2堆合并成新的一
堆，并将新的一堆的石子数，记为该次合并的得分.

  试设计出一种算法,计算出将N堆石子合并成一堆的最小
得分和最大得分。

输入格式

    数据的第1行试正整数N,1≤N≤100,表示有N堆石子.
第2行有N个数,分别表示每堆石子的个数

输出格式

    输出共2行,第1行为最小得分,第2行为最大得分



示例



分析

假设只有2堆石子，显然只有1种合并方案

如果有3堆石子，则有2种合并方案，((1,2),3)和
(1,(2,3))

如果有k堆石子呢？

   不管怎么合并，总之最后总会归结为2堆，如果我们把
最后两堆分开，左边和右边无论怎么合并，都必须满足最
优合并方案，整个问题才能得到最优解。如下图：



• 设t[i,j]表示从第i堆到第j堆石子数总和。

Fmax(i,j)表示将从第i堆石子合并到第j堆石子的最大的得分

Fmin(i,j)表示将从第i堆石子合并到第j堆石子的最小的得分

同理，

• Fmax[i,i] = 0，Fmin[i,i] = 0

• 时间复杂度为O(n3)
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状态转移方程



优化

• 将这个圈转化为链，即将这条链延长2倍，扩展成2n-1堆，
其中第1堆与n+1堆完全相同，第i堆与n+i堆完全相同，这
样我们只要对这2n堆动态规划后，枚举
f(1,n),f(2,n+1),…,f(n,2n-1)取最优值即可即可。

• 时间复杂度为O(8n3),如下图：



猜想

• 合并第i堆到第j堆石子的最优断开位置s[i,j]要么等于i+1，
要么等于j-1，也就是说最优合并方案只可能是：

                             

 { (i) (i+1… j) }   

  或者

           

                  

     { (i… j-1) (j)  }
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[ 3695] 能量项链

 在Mars星球上，每个Mars人都随身佩带着一串能量项链。
在项链上有N颗能量珠。能量珠是一颗有头标记与尾标记
的珠子，这些标记对应着某个正整数。并且，对于相邻的
两颗珠子，前一颗珠子的尾标记一定等于后一颗珠子的头
标记。因为只有这样，通过吸盘（吸盘是Mars人吸收能量
的一种器官）的作用，这两颗珠子才能聚合成一颗珠子，
同时释放出可以被吸盘吸收的能量。如果前一颗能量珠的
头标记为m，尾标记为r，后一颗能量珠的头标记为r，尾
标记为n，则聚合后释放的能量为  m*r*n   （Mars单
位），新产生的珠子的头标记为m，尾标记为n。



[ 3695] 能量项链
需要时，Mars人就用吸盘夹住相邻的两颗珠子，通过聚合
得到能量，直到项链上只剩下一颗珠子为止。显然，不同
的聚合顺序得到的总能量是不同的，请你设计一个聚合顺
序，使一串项链释放出的总能量最大。

例如：设N=4，4颗珠子的头标记与尾标记依次为(2，3) 
(3，5) (5，10) (10，2)。我们用记号⊕表示两颗珠子的
聚合操作，(j⊕k)表示第j，k两颗珠子聚合后所释放的能
量。则第4、1两颗珠子聚合后释放的能量为：

(4⊕1)=10*2*3=60。

这一串项链可以得到最优值的一个聚合顺序所释放的总能
量为

((4⊕1)⊕2)⊕3）=10*2*3+10*3*5+10*5*10=710。



[ 3695] 能量项链

输入文件的第一行是一个正整数N（4≤N≤100），表示项链上珠
子的个数。第二行是N个用空格隔开的正整数，所有的数均不超过
1000。第i个数为第i颗珠子的头标记（1≤i≤N），当1≤i＜N时，第i颗
珠子的尾标记应该等于第i+1颗珠子的头标记。第N颗珠子的尾标记
应该等于第1颗珠子的头标记。

至于珠子的顺序，你可以这样确定：将项链放到桌面上，不要出
现交叉，随意指定第一颗珠子，然后按顺时针方向确定其他珠子的顺
序。

输出文件只有一行，是一个正整数E（E≤2.1*109），为一个最优聚合
顺序所释放的总能量。



[ 3695] 能量项链

输入
4
2 3 5 10

输出：
710



[ 3695] 能量项链
  给定N个能量石，每个能量石有一个二元属性(Wi,1,Wi,2)
  其中Wi,1表示第i个能量石和第i-1个能量石融合产生的能量
的其中一个参数当然；
  Wi,2表示第i个能量石和第i+1个能量石融合产生的能量的其
中一个参数魔法石是顺序且环形摆放的，每次可以融合相邻
两个魔法石
  融合两个能量石i,i+1所产生的能量为

融合后左侧魔法石的第一个参数和右侧魔法石的第二个参数
合并成为一颗新的魔法石



• 分析样例：

N=4，4颗珠子的头标记与尾标记依次为

(2，3) (3，5) (5，10) (10，2)。

• 我们用记号⊕表示两颗珠子的聚合操作，释放总能量：

((4⊕1)⊕2)⊕3）=10*2*3+10*3*5+10*5*10=710



分析
本题可以把区间长度作为搜索的阶段来进行记忆话搜索，因此我们也可以采用 
区间DP 的方式来处理，和 环形石子合并 十分相似，但又不尽相同。

在 环形石子 中，每个石头只有单一的参数，而本题有两个参数，也就意味着我
们需要在细节上做出改变

经过观察我们发现，合并两个石头 (a,b) (b,c)的操作就像是矩阵乘法一样，合并
完后就变成了(a,c).

因此我们可以离散的来存储每个参数，具体如下所示：



[ 3695] 能量项链
这样 状态表示 就更新为：当前合并的石子堆的左端石头的左参数是 l，右
端石头的右参数是 r 的方案

这样对应的 初始状态 本来应该是一个有着 二元属性 的石头，现在就变成
了长度为 2的区间

这样合并区间后，需要记录的新石头的参数也刚好是 区间的两端 对应的参
数，如下图所示：



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



[ 3695] 能量项链



长江游艇俱乐部在长江上设置了n个游艇出租站，游

客可以在这些出租站租用游艇，在下游的任何一个游艇出

租站归还游艇。游艇出租站i到游艇出租站j之间的租金为

r(i, j)。现在要求出从游艇出租站1到游艇出租站n所需的最

少的租金。

[3889] 长江一日游——游艇租赁



当要租用游艇从一个站到另外一个站时，中间可能经

过很多站点，不同的停靠站策略就有不同的租金。

如果穷举所有的停靠策略，例如一共有10个站点，当

求子问题4个站点的停靠策略时，子问题有

（1，2，3，4），（2，3，4，5），（3，4，5，6）

（4，5，6，7），（5，6，7，8），（6，7，8，9）

（7，8，9，10）。



如果再继续求解子问题，会发现有大量的子问题重叠，其算法

时间复杂度为2n，暴力穷举的办法是不可取的。



（1）确定状态。

（2）划分阶段。

（3）决策选择。

（4）边界条件。

（5）求解目标。

dp[i][j]表示第i个站点到第j个站点的最少租金。

区间长度。

原问题与子问题之间的关系。

状态转移方程： dp[ ][ ] min{dp[ ][ ] dp[ ][ ], dp[ ][ ]}
i k j

i j i k k j i j
 

 

i<j，dp[i][j]=r[i][j]。

dp[1][n]。

分析



状态转移方程：

dp[ ][ ] min{dp[ ][ ] dp[ ][ ],dp[ ][ ]}
i k j

i j i k k j i j
 

 

边界条件：i<j，dp[i][j]=r[i][j]。

dp[]
[]



dp[]
[]

求解目标： dp[1][6]=15







时间复杂度：3层for循环中嵌套，执行次数为O(n3)，

                         时间复杂度为O(n3) 。

空间复杂度：数组dp[n][n]，空间复杂度为O(n2) 。



上面得到的最优值只是第1个站点到第n个站点之间

的最少租金，并不知道停靠了哪些站点，如果还想知道

停靠的站点，怎么办？

用辅助数组s[i][j]记录各个子问题（i…j）的最优决

策k（停靠站点）。

状态转移方程：

dp[ ][ ] min{dp[ ][ ] dp[ ][ ],dp[ ][ ]}
i k j

i j i k k j i j
 

 



构造最优解：

dp[]
[]

答案：1——2——4——6。
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[3696] 凸多边形的三角剖分

• 给定由N顶点组成的凸多边形

• 每个顶点具有权值

• 将凸N边形剖分成N-2个三角形

• 求N-2个三角形顶点权值乘积之和最小？



上述凸五边形分成△123 ， △135， △345

三角形顶点权值乘积之和为：

121*122*123+121*123*231+123*245*231= 12214884



分析

Ø性质：一个凸多边形剖分一个三角形后，可以将凸多边
形剖分成三个部分：
u一个三角形

u二个凸多边形（图2可以看成另一个凸多边形为0）



动态规划

如果我们按顺时针将顶点编号，则可以相邻两个顶点描述
一个凸多边形。

设f(i,j)表示i~j这一段连续顶点的多边形划分后最小乘积

枚举点k，i、j和k相连成基本三角形，并把原多边形划分
成两个子多边形，则有

f(i,j)=min{f(i,k)+f(k,j)+a[i]*a[j]*a[k]}

1<=i<k<j<=n

时间复杂度O(n3)



讨论

Ø为什么可以不考虑这种情况？



• 可以看出图1和图2是等价的，也就是说如果存在图1的剖分
方案，则可以转化成图2的剖分方案，因此可以不考虑图1的
这种情形。


